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Abstract
We give a topological interpretation of the space of L2-harmonic
forms of finite-volume manifolds with sufficiently pinched negative cur-
vature. We give examples showing that this interpretation fails if the
curvature is not sufficiently pinched and that our result is sharp with
respect to the pinching constants. The method consists first in com-
paring L2−cohomology with weighted L2−cohomology thanks to pre-
vious works done by T. Ohsawa, and then in identifying these weighted
spaces.
Re´sume´
Nous donnons une interpre´tation topologique des espaces de formes
harmoniques L2 des varie´te´s de volume fini, a` courbure ne´gative suff-
isamment pince´e. Nous donnons des exemples montrant que cette in-
terpre´tation n’est plus valable si la courbure n’est pas suffisamment
pince´e et que le re´sultat est optimal. La me´thode utilise´e consiste
a` comparer L2−cohomologie et L2−cohomologie a` poids graˆce a` des
travaux de T. Ohsawa, puis a` identifier la L2−cohomologie a` poids.
Introduction
Soit (Mn, g) une varie´te´ riemannienne comple`te. On note Hk(M) l’espace
des k−formes harmoniques L2 de M , c’est-a`-dire celles qui sont de carre´
inte´grable, ferme´es et coferme´es. Lorsque M est compacte, on sait, graˆce
au the´ore`me de Hodge-de Rham, que cet espace est de dimension finie, et
isomorphe au k−e`me espace de cohomologie re´elle de M . Quand M est non
compacte, ce que nous supposerons toujours dans la suite, il est naturel de
se demander ce qui subsiste de ce re´sultat : est-ce que l’espace Hk(M) est de
dimension finie, et si oui peut-on en donner une interpre´tation topologique
? Par exemple, d’apre`s J. Lott [L3], si M est une varie´te´ comple`te de
volume fini, a` courbure sectionnelle K ne´gative et pince´e (i.e. il existe des
re´els 0 < a ≤ b, avec −b2 ≤ K ≤ −a2), alors tous ses espaces de formes
harmoniques sont de dimension finie. De plus, J. Lott a pose´ la question
suivante (MSRI, printemps 2001) :
Question. Soit (Mn, g) une varie´te´ riemannienne comple`te de dimension
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n, de volume fini, a` courbure sectionnelle ne´gative et pince´e. Est-il vrai
qu’on a les isomorphismes :
Hk(M) ≃


Hk(M), si k < (n− 1)/2,
Im(Hkc (M)→ Hk(M)), si k = n/2, (n ± 1)/2,
Hkc (M), si k > (n+ 1)/2 ?
La re´ponse a` cette question est ”oui” dans le cas des varie´te´s hyperboliques
de volume fini [Z], [M-P] et des quotients de volume fini de l’espace hyper-
bolique complexe [Z]. Notre re´sultat principal est le suivant :
The´ore`me 0.1. Soit (Mn, g), une varie´te´ riemannienne comple`te de di-
mension n, de volume fini, a` courbure sectionnelle K ne´gative pince´e : il
existe des constantes a et b, telles que l’on ait −b2 ≤ K ≤ −a2 < 0. On
suppose que na− (n − 2)b > 0, alors on a les isomorphismes entre espaces
vectoriels de dimension finie :
Hk(M) ≃


Hk(M), si k < (n− 1)/2,
Im(H
n/2
c (M)→ Hn/2(M)), si k = n/2,
Hkc (M), si k > (n+ 1)/2.
Si de plus la courbure est constante (a = b), et la dimension est impaire,
alors on a H(n±1)/2(M) ≃ Im(H(n±1)/2c (M)→ H(n±1)/2(M)).
Ceci signifie que la re´ponse a` la question est affirmative si la courbure
est suffisamment pince´e. Nous e´tudierons des exemples qui montrent que la
re´ponse est ne´gative si l’on n’impose pas de conditions sur le pincement, et
que notre re´sultat est optimal.
Avant d’indiquer le sche´ma de preuve de ce the´ore`me, nous avons be-
soin de pre´senter quelques re´sultats. Tout d’abord, il est connu que les
espaces de formes harmoniques admettent une interpre´tation en termes de
L2−cohomologie, avec laquelle il est souvent pre´fe´rable de travailler. Des
rappels sur la L2−cohomologie seront faits dans la premie`re partie. D’une
part, un fait important, duˆ a` J. Lott [L2], est que la finitude de la dimen-
sion des espaces de L2−cohomologie ne de´pend que de la ge´ome´trie a` l’infini
: les espaces de L2−cohomologie de deux varie´te´s isome´triques en dehors
d’un compact sont simultane´ment de dimension finie ou infinie. On peut
donc espe´rer trouver des liens entre la topologie de la varie´te´, la ge´ome´trie
a` l’infini, et la L2−cohomologie. D’autre part, un cas simple ou` on sait
que l’espace des k−formes harmoniques est de dimension finie est celui ou`
ze´ro n’est pas dans le spectre essentiel du laplacien de Hodge-de Rham ∆k
agissant sur les k−formes diffe´rentielles de carre´ inte´grable. Or, on sait,
graˆce aux travaux de Glazman [G], Donnelly [Do], Anghel [Ang] ou encore
Ba¨r [Ba], que le spectre essentiel essentiel ne de´pend que de la ge´ome´trie
a` l’infini. En effet, plac¸ons-nous dans un cadre ge´ne´ral ou` (X, g) est une
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varie´te´, e´ventuellement a` bord compact, qui est me´triquement comple`te, et
soit ∆k le laplacien de´fini avec conditions absolues (ou relatives) au bord.
Alors 0 n’est pas dans le spectre essentiel de ∆k si et seulement si on a une
ine´galite´ de Poincare´ a` l’infini : il existe un compact K, et il existe une
constante C > 0 tels que pour toute k−forme α lisse a` support compact
dans l’exte´rieur de K, l’on ait
C‖α‖L2 ≤ ‖∆kα‖L2 .
Ces conside´rations nous ame`nent a` montrer le re´sultat suivant, qui, sous une
hypothe`se portant sur le spectre essentiel du laplacien, prouve l’exactitude
d’une suite qui relie la cohomologie a` support compact H∗c (D) d’un ouvert
D borne´ a` bord re´gulier de M , a` la L2−cohomologie H∗2 (M) de M , et a` la
L2−cohomologie absolue H∗2 (M \D) du comple´mentaire de D :
The´ore`me 0.2. Soient (M,g) une varie´te´ riemannienne comple`te, et D un
ouvert borne´ a` bord re´gulier de M . On suppose que pour un certain entier k,
0 n’est pas dans le spectre essentiel de ∆k. Alors nous avons la suite exacte
Hk−12 (M \D)
b→ Hkc (D) e→ Hk2 (M) r→ Hk2 (M \D)
b→ Hk+1c (D) e→ Hk+12 (M)
r→ Hk+12 (M \D)
b→ Hk+2c (D).
Remarque. On e´noncera en fait un re´sultat un peu plus ge´ne´ral dans la
premie`re partie. Observons aussi que cette suite exacte est bien connue. En
effet, si 0 n’est pas dans le spectre essentiel de ∆k, alors la L
2−cohomologie
et la L2−cohomologie non re´duite sont les meˆmes en degre´ k, et on sait dans
ce cas, d’apre`s les travaux de Cheeger, que la suite est exacte au rang k. De
plus, si l’ope´rateur de Gauss-Bonnet d + δ est “non-parabolique a` l’infini”,
et ve´rifie une hypothe`se supple´mentaire, alors la suite exacte est vraie pour
tous les degre´s (voir [C1] et [C4] pour plus de de´tails). Ce qui est inte´ressant
ici, c’est que l’hypothe`se sur le spectre essentiel en degre´ k entraˆıne aussi
l’exactitude de la suite au rang k + 1. Ce re´sultat est probablement bien
connu, mais n’ayant pas trouve´ de re´fe´rence pre´cise, nous avons pre´fe´re´
l’inclure ici.
On a aussi une notion d’espaces de L2−cohomologie a` poids, et ce qui
pre´ce`de reste valable pour ces espaces. Pour prouver le the´ore`me 0.1, notre
premie`re taˆche sera de montrer :
Proposition 0.3. Soit (Mn, g) une varie´te´ comple`te de volume fini, a` cour-
bure sectionnelle K ne´gative et pince´e : il existe deux constantes strictement
positives a et b telles que −b2 ≤ K ≤ −a2 < 0. Soit U :M → R une fonction
qui sur chaque bout de M est de la forme U = Cr, ou` r est une fonction de
Busemann associe´e au bout, et C une constante ve´rifiant C > 2a+(n− 1)b.
Alors la L2−cohomologie a` poids de M , associe´e au poids eU , est isomorphe
a` la cohomologie a` support compact de M : H∗2,U (M) ≃ H∗c (M).
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Indiquons rapidement comment on prouve cette proposition. Le raison-
nement est d’ailleurs plus ou moins implicite dans [Do-F]. D’abord, on
montre que 0 n’est pas le spectre essentiel du laplacien associe´ au poids.
Ceci repose sur la description pre´cise de la ge´ome´trie a` l’infini des varie´te´s
conside´re´es [E], ainsi que sur une formule d’inte´gration par parties [Do-X],
qui permettent d’avoir une ine´galite´ de Poincare´ a` l’infini. On a donc la suite
exacte pre´ce´dente pour tout ouvert borne´ D (la suite exacte est aussi valable
pour la L2-cohomologie a` poids). Ensuite, la meˆme formule d’inte´gration
par parties permet de montrer l’annulation de la L2−cohomologie a` poids a`
l’infini (i.e. celle de M \D) si D est un ouvert bien choisi. La suite exacte
permet alors de conclure.
Pour montrer le the´ore`me 0.1, on doit alors comparer la L2−cohomologie
de M a` des espaces de L2−cohomologie a` poids, avec des poids bien choisis
(voir la proposition 5.1). Ceci se fait graˆce a` des travaux d’Ohsawa [O],
que l’on modifie le´ge`rement, et on obtient ainsi la conclusion du the´ore`me
pour les degre´s k loin du degre´ moitie´ n/2. Pour les degre´s proches du
degre´ moitie´, on aura besoin d’autres arguments, et notamment du the´ore`me
d’indice de Ballmann et Bru¨ning [B-B] lorsque n est pair. Ceci sera pre´cise´
dans la partie 5.
Le plan de cet article est le suivant : dans la premie`re partie, on com-
mence par faire des rappels sur la L2−cohomologie. Ensuite, on e´nonce et
on de´montre le the´ore`me concernant la suite exacte. Dans la deuxie`me par-
tie, on pre´sente la formule d’inte´gration par parties de Donnelly et Xavier
(voir [Do-X], [Do-F], [E-F] et [B-B]), en remarquant qu’elle s’adapte aussi
au cas ou` l’on a un poids. Dans la troisie`me, on montre un re´sultat concer-
nant la L2−cohomologie a` poids. Ahmed et Stroock [A-S] ont traite´ de tels
exemples, mais notre me´thode permet d’obtenir des re´sultats plus ge´ne´raux
:
The´ore`me 0.4. Soit (Mn, g) une varie´te´ riemannienne comple`te de di-
mension n. On suppose qu’il existe une fonction U : M → R qui ve´rifie les
hypothe`ses suivantes :
1. U exhauste M ,
2. il existe une constante ε > 0 telle qu’en dehors d’un compact, on ait
ε2 ≤ |∇U |2,
3. il existe deux constantes C1 ≤ 0 et C2 ∈ R telles qu’en dehors d’un
compact, on ait
C1|∇U |2 ≤ HU ≤ C2|∇U |2.
Si 1+nC1−2nC2 > 0, alors 0 n’est pas dans le spectre essentiel de l’ope´rateur
d + δU . De plus, les espaces de L
2-cohomologie a` poids de M , associe´s au
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poids eU , sont de dimension finie, et isomorphes aux espaces de cohomologie
a` support compact de M : H∗2,U(M) ≃ H∗c (M).
Dans la quatrie`me partie, on e´nonce les re´sultats d’Ohsawa, en montrant
comment ses arguments s’adaptent a` notre cas. Dans la cinquie`me partie,
on montre le re´sultat principal concernant la L2−cohomologie des varie´te´s
de volume fini, a` courbure ne´gative suffisamment pince´e. On poursuit par
un contre-exemple montrant que le re´sultat est faux si la courbure n’est
pas assez pince´e. La partie 6 contient d’autres exemples qui peuvent eˆtre
traite´s par la me´thode qui a permis de prouver la proposition 0.3. Ainsi,
on conside`re d’abord certains produits tordus, puis on retrouve de manie`re
plus simple le re´sultat de Mazzeo [M] concernant les formes harmoniques
des varie´te´s conforme´ment compactes.
Remerciements. Ce travail a e´te´ effectue´ alors que je suis en the`se sous
la direction de G. Carron. Je tiens donc a` remercier ce dernier de m’avoir
guide´ et conseille´, m’exposant ses ide´es avec enthousiasme et toujours preˆt
a` l’e´coute. Je voudrais aussi remercier tous les membres du de´partement
de mathe´matiques de l’Universite´ de Nantes, et en particulier les autres
doctorants.
1 Une suite exacte en L2−cohomologie
1.1 Rappels sur la L2−cohomologie
Nous rappelons d’abord des faits bien connus sur la L2−cohomologie (voir
entre autres [L1], [L2], ou [C1], [C4]). Soit (M,g) une varie´te´ riemanni-
enne comple`te. On note C∞0 (Λ
kT ∗M) (respectivement L2(ΛkT ∗M), etc...)
l’ensemble des k−formes lisses a` support compact (respectivement de carre´
inte´grable, etc...) dans M . Le k−e`me espace de L2−cohomologie (re´duite)
de M est de´fini par
Hk2 (M) = {α ∈ L2(ΛkT ∗M)/ dα = 0}/dC∞0 (Λk−1T ∗M)
L2
.
Un autre espace tre`s proche souvent conside´re´ est l’espace de L2-cohomologie
non re´duite, qui est le quotient de {α ∈ L2(ΛkT ∗M)/ dα = 0} par {dα/α ∈
L2(Λk−1T ∗M), dα ∈ L2}, sans prendre d’adhe´rence. En ge´ne´ral, L2−cohomologie
re´duite et non re´duite ne sont pas e´gales. Il y a ne´anmoins e´galite´ en degre´
k lorsque 0 n’est pas dans le spectre essentiel du laplacien ∆k, et la propo-
sition 1.3 montre que dans ce cas il y a aussi e´galite´ en degre´ k+1. Dans la
suite, “L2-cohomologie” voudra dire “L2-cohomologie re´duite”.
Il y a une interpre´tation de la L2−cohomologie en termes de formes
harmoniques. En effet, notons Hk(M) l’espace des k−formes harmoniques
L2 de M :
Hk(M) = {α ∈ L2(ΛkT ∗M)/ dα = δα = 0},
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ou` δ est l’ope´rateur de´fini initialement sur les formes lisses a` support compact
comme l’adjoint de d. CommeM est comple`te, H∗(M) est aussi le noyau L2
du laplacien. Un fait important est la de´composition de Hodge-de Rham-
Kodaira [dR, the´ore`me 24] :
L2(ΛkT ∗M) = Hk(M)⊕ dC∞0 (Λk−1T ∗M)⊕ δC∞0 (Λk+1T ∗M),
et de plus,
{α ∈ L2(ΛkT ∗M)/ dα = 0} = Hk(M)⊕ dC∞0 (Λk−1T ∗M).
On en de´duit que
Hk2 (M) ≃ Hk(M).
Maintenant, si (M,g) est une varie´te´ avec un bord compact, et me´triquement
comple`te, on peut aussi de´finir des espaces de L2-cohomologie absolue et
relative. On note par C∞b (Λ
kT ∗M) l’espace des k-formes lisses a` support
borne´ sur M , le support pouvant rencontrer le bord (contrairement a` ce qui
se passe pour les e´le´ments de C∞0 ). L’espace de L
2-cohomologie absolue est
alors de´fini par :
Hk2 (M) = (δC
∞
0 (Λ
k+1T ∗M))⊥/dC∞b (Λ
k−1T ∗M).
Cet espace est isomorphe a` un espace de formes harmoniques ve´rifiant la
condition absolue sur le bord ∂M : si iνα de´signe le produit inte´rieur de la
forme α par la normale ν sur ∂M , alors
Hk2 (M) ≃ HkA(M) := {α ∈ L2(ΛkT ∗M)/ dα = δα = 0, iνα = 0}.
La L2-cohomologie relative, quant a` elle, est de´finie par :
Hk2 (M,∂M) = (δC
∞
b (Λ
k+1T ∗M))⊥/dC∞0 (Λ
k−1T ∗M).
Elle est isomorphe a` un espace de formes harmoniques ve´rifiant la condition
relative au bord : si i est l’inclusion ∂M →֒M , alors
Hk2 (M,∂M) ≃ HkR(M) := {α ∈ L2(ΛkT ∗M)/ dα = δα = 0, i∗α = 0}.
Nous terminons cette partie par la pre´sentation de la L2−cohomologie a`
poids. Si U : M → R est une fonction lisse de´finie sur M , on pose dvU =
eUdvg, ou` dvg est la mesure riemannienne associe´e a` g. On peut alors
conside´rer l’adjoint δU de d par rapport a` cette mesure dvU :
δU = e
−UδeU .
Tout ce qui a e´te´ dit pre´ce´demment reste alors valable en remplac¸ant δ par
δU . En particulier, on peut de´finir les espaces de L
2-cohomologie a` poids
Hk2,U(M) par rapport au poids U (ou plus pre´cise´ment par rapport au poids
eU ). De plus, si on note L2U l’espace des formes de carre´ inte´grable par
rapport a` la mesure dvU, alors on a l’identification
Hk2,U(M) ≃ HkU (M) := {α ∈ L2U (ΛkT ∗M)/ dα = δUα = 0}.
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1.2 L2−cohomologie et spectre du laplacien
Remarque pre´liminaire. Dans tout ce qui suit, nous ne conside´rons, pour
simplifier, que la L2-cohomologie sans poids. Cependant, tous les re´sultats
restent aussi valables avec un poids.
Dans cette partie, nous pre´sentons la suite exacte dont il est question
dans l’introduction.
The´ore`me 1.1. Soient (M,g) une varie´te´ riemannienne comple`te, et D un
ouvert a` bord compact et re´gulier de M . On suppose que pour un certain
entier k, 0 n’est pas dans le spectre essentiel de ∆k. Alors nous avons la
suite exacte
Hk−12 (M)
r→ Hk−12 (M \D)
b→ Hk2 (D, ∂D) e→ Hk2 (M)
r→ Hk2 (M \D) b→ Hk+12 (D, ∂D)
e→ Hk+12 (M)
r→ Hk+12 (M \D).
Avant de de´montrer ce the´ore`me, nous avons besoin de quelques re´sultats
pre´liminaires, mais avant tout, pre´cisons les applications r, e et b qui inter-
viennent dans la suite exacte.
• r : H∗2 (M) → H∗2 (M \ D) est l’application de restriction induite en
L2−cohomologie par l’inclusion M \D →֒M .
• e est l’extension par ze´ro : si [α] ∈ H∗2 (D, ∂D), de repre´sentant α, on
de´finit α˜ sur M par α˜ = α sur D, et α˜ = 0 sur M \D. On ve´rifie que
α˜ est faiblement ferme´e, et on pose e[α] = [α˜]. Ceci est inde´pendant
du repre´sentant choisi.
• b se de´finit comme l’homomorphisme cobord ordinaire en cohomologie
de de Rham : si [α] est une classe dans Hk2 (M \ D), on peut choisir
un repre´sentant α qui soit ferme´ et lisse. Il existe alors une k−forme
α lisse sur M , qui co¨incide avec α sur M \D, et qui ve´rifie dα = 0 sur
un voisinage de M \D. On impose de plus que α et dα soient de carre´
inte´grable (c’est toujours possible, car le bord ∂D e´tant compact, on
peut choisir α telle que α|D soit a` support borne´). On ve´rifie que la
classe de dα dans Hk+12 (D, ∂D) est inde´pendante du repre´sentant lisse
α choisi, ainsi que du prolongement α, et on pose b[α] = [dα].
Pour la de´monstration du the´ore`me 1.1, nous aurons besoin du re´sultat
classique suivant (version facile du the´ore`me 1.5 de [C1]) :
Proposition 1.2. Soit (M,g) une varie´te´ comple`te. On suppose que pour
un entier k donne´, 0 n’est pas dans le spectre essentiel de ∆k. Alors il existe
un ope´rateur de Green continu
G = G− ⊕G+ : L2(ΛkT ∗M)→ L2(Λk−1T ∗M)⊕ L2(Λk+1T ∗M),
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tel que pour toute forme α ∈ L2(ΛkT ∗M), on ait
α = Pα+ dG−α+ δG+α,
ou` P de´signe la projection orthogonale sur le noyau du laplacien. De plus,
si α est lisse, alors Gα est aussi lisse. Enfin, si α est nulle dans Hk2 (M),
alors α = dG−α.
De´monstration. Comme 0 n’est pas dans le spectre essentiel de ∆k, il
existe un ope´rateur de Green (borne´)
A : L2(ΛkT ∗M)→ Dom(∆k) ⊂ L2(ΛkT∗M),
tel que ∆A = Id− P sur L2(ΛkT ∗M). L’ope´rateur G se de´finit par
Gα = δAα + dAα.
G est borne´ sur L2, car A envoie continuˆment L2 dans le domaine de ∆, et
on a (d+ δ)2 = ∆ au sens ope´rateur. On voit alors facilement que G ve´rifie
les assertions de l’e´nonce´. 
Remarque. Comme on l’a rappele´ dans l’introduction, l’hypothe`se sur le
spectre essentiel ne de´pend que de la ge´ome´trie a` l’infini. Ainsi, si on revient
aux hypothe`ses de la proposition, le laplacien de´fini sur D ou M \D avec
conditions absolues ou relatives au bord ve´rifie aussi l’assertion sur le spectre
essentiel, donc la meˆme preuve s’adapte a` ce cas, et on obtient l’existence
d’un ope´rateur de Green.
La proposition suivante est essentielle pour montrer le de´calage dans la
suite exacte :
Proposition 1.3. Soit (X, g) une varie´te´ riemannienne avec e´ventuellement
un bord compact, me´triquement comple`te. On suppose que 0 n’est pas dans
le spectre essentiel du laplacien ∆k, de´fini avec conditions absolues ou rela-
tives au bord. Soit α une forme diffe´rentielle dans L2 ∩ C∞, de degre´ k ou
k + 1. Si α est nulle dans H∗2 (X) (respectivement dans H
∗
2 (X, ∂X)), alors
il existe une forme β lisse dans le domaine Dom((d + δ)A) de l’ope´rateur
d + δ de´fini avec condition absolue sur le bord (respectivement dans le do-
maine Dom((d + δ)R) de l’ope´rateur d+ δ de´fini avec condition relative sur
le bord), coferme´e, et ve´rifiant α = dβ.
De´monstration. Le cas ou` α est de degre´ k de´coule de la proposition 1.2
et de la remarque qui suit sa preuve. On fait la de´monstration uniquement
dans le cas ou` X a un bord, et ou` α est de degre´ k + 1, nulle dans H∗2 (X).
Cette nullite´ signifie qu’il existe une suite βl de k−formes lisses a` supports
borne´s telle que α = lim dβl. On note ∆
A
k le laplacien de´fini avec conditions
absolues sur le bord, PA la projection orthogonale sur le noyau Ker(∆Ak ), et
(d + δ)Ak la restriction de l’ope´rateur (d + δ)
A aux k−formes. L’hypothe`se
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sur le spectre essentiel montre, graˆce a` la proposition 1.2, qu’il existe un
ope´rateur de Green GA pour l’ope´rateur (d + δ)Ak , qui envoie l’espace L
2
dans le domaine de (d+ δ)A. On peut donc e´crire
βl = P
A(βl) + dG
A
−βl + δG
A
+βl.
Or GA+βl ve´rifie la condition absolue au bord : iνG
A
+βl = 0, ou` iν de´signe le
produit inte´rieur par la normale ν sur le bord ∂X ; donc δGA+βl ve´rifie aussi
cette condition absolue. Par conse´quent, quitte a` remplacer βl par δG
A
+βl, on
peut supposer que βl est dans le domaine de (d+ δ)
A
k , coferme´e, orthogonale
au noyau Ker(∆Ak ), et que les dβl (qui restent dans C
∞
b ) continuent de
converger vers α. De plus, il existe une constante C > 0 telle que :
∀ϕ ∈ Dom((d + δ)Ak ), ϕ⊥Ker(∆Ak ), C‖ϕ‖2L2 ≤ ‖dϕ‖2L2 + ‖δϕ‖2L2 .
Cette ine´galite´ montre alors que (βl) est une suite de Cauchy dans L
2, par
conse´quent il existe une k−forme β telle que βl → β dans L2. On a donc
dβl → dβ au sens des distributions, mais comme dβl → α dans L2, ceci
montre que α = dβ au sens des distributions. D’autre part, les βl sont
coferme´es, donc on a aussi δβ = 0 au sens des distributions. Ainsi, on a
(d+ δ)(β) = α au sens des distributions, et comme α est lisse, par re´gularite´
elliptique de l’ope´rateur d + δ, β est aussi lisse, et on a finalement α = dβ.
Enfin, comme βl ∈ Dom((d+δ)Ak ) converge vers α dans L2, et que (d+δ)Aβl
converge vers dα dans L2, le fait que l’ope´rateur (d+δ)A soit ferme´ entraˆıne
que β est dans le domaine Dom((d + δ)Ak ). 
On va maintenant pouvoir passer a` la preuve du the´ore`me 1.1 (voir aussi
[C1] ou [C4]). Tout d’abord, par construction on a toujours
r ◦ e = 0, b ◦ r = 0, e ◦ b = 0,
donc
Im(e) ⊂ Ker(r), Im(r) ⊂ Ker(b), Im(b) ⊂ Ker(e).
Montrons que Ker(r) ⊂ Im(e). Soit [α] ∈ H∗2 (M) telle que r[α] = 0. Si α
est de degre´ k ou k+1, graˆce a` la proposition 1.3, il existe une forme lisse β
dans L2(ΛkT ∗(M \D)), telle que α|M\D = dβ. Si β ∈ L2(ΛkT ∗M) est une
extension lisse de β, alors on voit que e[α− dβ] = [α].
Montrons maintenant que Ker(e) ⊂ Im(b). Soit α une forme de degre´ k
ou k + 1, de carre´ inte´grable sur D, avec dα = δα = 0, et i∗α = 0, ou` i est
l’inclusion ∂D →֒ D. Si α˜ de´signe l’extension par ze´ro de α, on suppose que
α˜ est nulle en L2−cohomologie (i.e. [α] ∈ Ker(e)). Graˆce a` la proposition
1.3, on e´crit α˜ = dβ, avec β coferme´e, et comme α˜ est lisse sur D et M \D,
β est aussi lisse sur D et sur M \ D. Soit β une extension lisse de β|M\D
comme dans la de´finition de l’application b. Alors on a α− dβ = d(β − β),
avec β − β lisse sur D, de carre´ inte´grable, et de tire´ en arrie`re nul sur ∂D.
Donc α− dβ est L2−cohomologue a` ze´ro, c’est-a`-dire que [α] = b[β|M\D].
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Enfin, montrons que Ker(b) ⊂ Im(r). Soit [α] ∈ Ker(b) : avec les
notations pre´ce´dentes, ceci signifie que dα|D est nulle dans H∗2 (D, ∂D). Si α
est de degre´ k − 1 ou k, alors d’apre`s la proposition 1.3, il existe une forme
β de´finie sur D, de carre´ inte´grable, ve´rifiant la condition relative i∗β = 0
au bord, et telle que dα|D = dβ. On note β˜ l’extension par ze´ro de β sur
M . La forme α − β˜ est ferme´e (faiblement), de carre´ inte´grable, et on a
r[α− β˜] = [α]. 
Dans le but de relier L2−cohomologie et topologie, il est utile de remar-
quer :
Corollaire 1.4. Soient (M,g) une varie´te´ riemannienne comple`te, et D un
ouvert borne´ a` bord re´gulier de M . On suppose que pour un certain entier k,
0 n’est pas dans le spectre essentiel de ∆k. Alors nous avons les deux suites
exactes
Hk−12 (M \D)
b→ Hkc (D) e→ Hk2 (M) r→ Hk2 (M \D)
b→ Hk+1c (D) e→ Hk+12 (M)
r→ Hk+12 (M \D)
b→ Hk+2c (D),
et
Hk−12 (M \D, ∂D) e→ Hk−12 (M) r→ Hk−1(D) b→ Hk2 (M \D, ∂D)
e→ Hk2 (M) r→ Hk(D) b→ Hk+12 (M \D, ∂D) e→ Hk+12 (M) r→ Hk+1(D).
De´monstration. La premie`re suite est une conse´quence directe du the´ore`me
1.1, si l’on observe d’une part que H∗2 (D, ∂D) ≃ H∗c (D), car D est borne´,
et d’autre part que l’e´galite´ Ker(b) = Im(r) est toujours vraie lorsque D est
borne´ (c’est une conse´quence de la suite usuelle en cohomologie de de Rham,
voir par exemple [C4] ou [L2]). La deuxie`me suite de´coule aussi du the´ore`me
1.1, si l’on e´change D en M \D dans ce the´ore`me, puis si l’on se sert du fait
que l’hypothe`se D borne´ entraˆıne H∗2 (D) ≃ H∗(D), et Ker(r) = Im(e). 
2 Une formule d’inte´gration par parties
Le but de cette partie est de pre´senter une formule d’inte´gration par parties
pour l’ope´rateur d + δ. Cette formule et ses corollaires seront utiles pour
l’e´tude de la L2−cohomologie de certains types de varie´te´s. Le the´ore`me
principal est d’abord duˆ a` Donnely et Xavier [Do-X] ; une de´monstration plus
synthe´tique en est aussi donne´e par Escobar et Freire dans [E-F]. Ensuite
Ballmann et Bru¨ning [B-B] ont e´tendu cette formule au cadre plus large des
ope´rateurs de type Dirac et ont ame´liore´ les re´sultats de Donnelly et Xavier.
Avant d’e´noncer le re´sultat principal, nous faisons la remarque suivante
: si f est une fonction de classe C2 sur une varie´te´ riemannienne M , alors
son hessien Hf se prolonge a` une forme biline´aire syme´trique sur ΛkT ∗M
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comme suit
Hf(α, β) =
∑
i,j
Hf(Xi,Xj)〈iXiα, iXjβ〉, (2.1)
ou` les Xi forment un repe`re orthonormal local et iXα de´signe le produit
inte´rieur de la forme α par le champ de vecteurs X (la formule est bien
entendu inde´pendante du choix d’un tel repe`re). Nous avons alors, suivant
[E-F] :
The´ore`me 2.1. On conside`re (Mn, g) une varie´te´ riemannienne comple`te.
Soient f une fonction de classe C2 sur M de gradient borne´, Ω un ouvert
(a` bord compact assez re´gulier) de M , et α une forme diffe´rentielle dans le
domaine de l’ope´rateur d+δ, lisse jusqu’au bord de Ω. On note ν la normale
unitaire sortante sur ∂Ω, et dσ la mesure riemannienne induite sur le bord
∂Ω. Alors∫
Ω
[
2Hf(α,α) + ∆f |α|2] dvg =
2
∫
Ω
[〈i∇fdα, α〉 + 〈i∇fα, δα〉] dvg +
∫
∂Ω
[
−|α|2 ∂f
∂ν
+ 2〈i∇fα, iνα〉
]
dσ.
Nous ne refaisons pas la de´monstration. L’ide´e est de montrer l’e´quation
Hf(α,α) + 〈∇∇fα,α〉 = 〈di∇fα,α〉 + 〈i∇fdα, α〉, (2.2)
valable pour toute forme diffe´rentielle α. Puis on inte`gre cette relation sur un
ouvert par rapport a` la mesure riemannienne dvg, et on fait des inte´grations
par parties sur les deux termes ou` apparaissent 〈∇∇fα,α〉 = 1/2∇f.|α|2 et
〈di∇fα,α〉.
Le premier corollaire que nous en de´duisons se trouve dans [Do-X] et
[B-B] sous une forme le´ge`rement diffe´rente, et consiste a` conside´rer le cas
particulier des formes a` support compact.
Corollaire 2.2. Soit f une fonction de classe C2 sur Mn telle que |∇f |
soit borne´ sur M . On conside`re α une forme lisse a` support compact, alors
on a l’estimation
|
∫
M
[
2Hf(α,α) + ∆f |α|2] | ≤ 2 sup
M
(|∇f |) [‖dα‖L2 + ‖δα‖L2 ] ‖α‖L2
De´monstration. On conside`re un ouvert Ω qui contient le support de
α (dans son inte´rieur), donc dans l’e´galite´ du the´ore`me pre´ce´dent, il n’y a
plus de termes de bord. On majore le deuxie`me membre de cette e´galite´ en
utilisant le fait que |iXα| ≤ |X||α| pour tout champ de vecteurs X, puis en
utilisant des ine´galite´s de Cauchy-Schwarz, pour arriver au re´sultat annonce´.

Cette ide´e s’adapte aussi au cas ou` l’on a un poids U : M → R. En
effet, si on repart de l’e´galite´ 2.2, et si on l’inte`gre par rapport a` la mesure
dvU = e
Udvg, alors par inte´gration par parties, on trouve
11
Corollaire 2.3. Soient f et U deux fonctions de classe C2 sur (M,g), et Ω
un ouvert a` bord compact et re´gulier de M . Si α est une forme diffe´rentielle
lisse et a` support borne´ dans Ω (le support pouvant rencontrer le bord), on a
∫
Ω
[
2Hf(α,α) + ∆f |α|2 − 〈∇f,∇U〉|α|2] dvU =
2
∫
Ω
[〈i∇fdα, α〉 + 〈i∇fα, δα〉] dvU +
∫
∂Ω
[
−|α|2 ∂f
∂ν
+ 2〈i∇fα, iνα〉
]
eUdσ.
3 Un cas de L2−cohomologie a` poids
3.1 Cas ”ge´ne´ral”
Soient (Mn, g) une varie´te´ riemannienne non compacte, et U : M → [0,∞[
une fonction qui croˆıt assez vite a` l’infini pour que le volume de M par
rapport a` la mesure dv(−U) = e
−Udvg soit fini, ou` dvg est la mesure rieman-
nienne associe´e a` g. Dans [A-S], Ahmed et Stroock montrent, sous certaines
hypothe`ses ge´ome´triques (courbure de Ricci minore´e, ope´rateur de courbure
majore´), et d’autres hypothe`ses portant sur la fonction U , que les espaces
de cohomologie L2 a` poids sont de dimension finie, et isomorphes aux es-
paces de cohomologie re´elle de M . Nous allons voir que sous des hypothe`ses
beaucoup moins restrictives, ce re´sultat reste valable. En fait, nous nous
inte´ressons d’abord a` des poids eU , plutoˆt que e−U , mais la preuve de notre
re´sultat s’applique indiffe´remment aux deux cas.
The´ore`me 3.1. Soit (Mn, g) une varie´te´ riemannienne comple`te de di-
mension n. On suppose qu’il existe une fonction U : M → R qui ve´rifie les
hypothe`ses suivantes :
1. U exhauste M ,
2. il existe une constante ε > 0 telle qu’en dehors d’un compact, on ait
ε2 ≤ |∇U |2,
3. il existe deux constantes C1 ≤ 0 et C2 ∈ R telles qu’en dehors d’un
compact, on ait
C1|∇U |2 ≤ HU ≤ C2|∇U |2.
Si η := 1 + nC1 − 2nC2 > 0, alors 0 n’est pas dans le spectre essentiel de
l’ope´rateur d + δU . De plus, les espaces de L
2-cohomologie a` poids de M ,
associe´s au poids eU , sont de dimension finie, et isomorphes aux espaces de
cohomologie a` support compact de M : H∗2,U(M) ≃ H∗c (M).
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Remarque. Si C2 ≤ 0, alors on a le meˆme re´sultat en supposant que
1 + nC1 > 0 (voir la preuve du the´ore`me).
De´monstration. On montre d’abord que sous nos hypothe`ses, ze´ro n’est pas
dans le spectre essentiel de d + δU . Soit c > 0 un re´el tel qu’en dehors
de l’ouvert borne´ D = {U < c}, les hypothe`ses 2 et 3 du the´ore`me soient
ve´rifie´es. Si α est une forme de degre´ k surM\D, lisse et a` support borne´, on
a, d’apre`s la formule d’inte´gration par parties du corollaire 2.3 (en prenant
f = U dans les notations de ce corollaire) :
∫
M\D
[
2HU(α,α) + ∆U |α|2 − |∇U |2|α|2] dvU =
2
∫
M\D
[〈i∇Udα, α〉 + 〈i∇Uα, δα〉] dvU+
∫
∂D
[
−|α|2 ∂U
∂ν
+ 2〈i∇Uα, iνα〉
]
eUdσ,
(3.3)
ou` ν est la normale unitaire exte´rieure sur ∂D, donc ν = −∇U/|∇U | ici.
Or, on a l’estimation suivante :
2HU(α,α) + ∆U |α|2 − |∇U |2|α|2 ≤ (−1 + 2kC2 − nC1)|∇U |2|α|2
≤ −η|∇U |2|α|2.
On conside`re de plus que α est une forme diffe´rentielle ve´rifiant la condition
absolue au bord iνα = 0. Le terme de bord de l’e´galite´ 3.3 est alors positif
car −∂U/∂ν = |∇U |, donc compte tenu de l’ine´galite´ pre´ce´dente, on a
η
∫
M\D
|∇U |2|α|2dvU ≤ −2
∫
M\D
[〈i∇Udα, α〉 + 〈i∇Uα, δUα〉] dvU
≤ 2
(∫
M\D
|∇U |2|α|2dvU
)1/2
[
||dα||L2
U
(M\D) + ||δUα||L2
U
(M\D)
]
,
ou` pour passer de la premie`re a` la deuxie`me ine´galite´, on a d’abord utilise´
l’ine´galite´ |iXβ| ≤ |X||β|, valable pour tout champ de vecteurs X et toute
forme β, et ensuite des ine´galite´s de Cauchy-Schwarz. On en de´duit finale-
ment que pour toute forme α a` support borne´ dans M \ D, ve´rifiant la
condition absolue iνα = 0 :
ηε/2||α||L2
U
(M\D) ≤ ||dα||L2
U
(M\D) + ||δUα||L2
U
(M\D) (3.4)
Cette ine´galite´ est en particulier vraie pour des formes lisses a` support com-
pact dans M \ D, donc on a une ine´galite´ de Poincare´ a` l’infini, et par
conse´quent 0 n’est pas dans le spectre essentiel de l’ope´rateur d + δU . On
a alors une suite exacte pour la L2−cohomologie a` poids, analogue a` la
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premie`re suite exacte du corollaire 1.4, c’est-a`-dire que pour tout entier k,
la suite
Hkc (D)
e→ Hk2,U (M) r→ Hk2,U (M \D) b→ Hk+1c (D)
est exacte. On va montrer que la L2−cohomologie absolue a` poids de M \
D est nulle (c’est-a`-dire H∗2,U(M \ D) = 0). Soit donc α une forme de
L2U (M \ D), (d + δU )-harmonique, et satisfaisant la condition absolue au
bord iνα = 0. On conside`re une suite ρl de fonctions lisses de´finies sur
M \D, a` supports borne´s, ve´rifiant :
|ρl| ≤ 1, ρl → 1 (l →∞), |dρl| ≤ 1, et dρl → 0 sur les compacts.
On applique alors l’ine´galite´ 3.4 a` ρlα, puis on fait tendre l vers l’infini, pour
montrer que α est nulle. Ceci montre que
Hk2,U(M) ≃ Hkc (D),
et ceci pour tout ouvert D = {U < c}. En faisant tendre c vers l’infini, on
trouve le re´sultat souhaite´. 
3.2 Cas des varie´te´s de volume fini, a` courbure ne´gative et
pince´e
Dans cette partie, (Mn, g) est une varie´te´ riemannienne comple`te de vol-
ume fini. On suppose de plus que la courbure sectionnelle K de M est
ne´gativement pince´e, c’est-a`-dire qu’il existe des constantes a et b, avec
−b2 ≤ K ≤ −a2 < 0.
On rappelle des re´sultats concernant la ge´ome´trie de telles varie´te´s (voir [E],
[H-I], ou encore le re´sume´ de [L3]) : M est diffe´omorphe a` l’inte´rieur d’une
varie´te´ compacte a` bord. Si Σ est l’une des composantes (en nombre fini) du
bord, il y a un bout correspondant. A tout rayon ge´ode´sique d’un bout, on
associe une fonction de Busemann r (deux telles fonctions ne diffe`rent que
d’une constante). Dans le cas ge´ne´ral, r est seulement de classe C2. Si B est
un bout associe´ a` la composante de bord Σ, alors B est C2−diffe´omorphe a`
]0,∞[×Σ, les tranches {t}×Σ e´tant les niveaux d’une fonction de Busemann
r. Par ce diffe´omorphisme, la me´trique s’e´crit
g = dr2 + gr,
ou` les gr sont une famille de me´triques sur Σ.
La preuve du the´ore`me 3.1 s’adapte aussi au cas des varie´te´s de volume
fini, a` courbure ne´gative et pince´e :
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Corollaire 3.2. Soit (Mn, g) une varie´te´ comple`te de volume fini, a` cour-
bure sectionnelle K ne´gative et pince´e : il existe deux constantes strictement
positives a et b telles que −b2 ≤ K ≤ −a2 < 0. Soit U :M → R une fonction
qui sur chaque bout de M est de la forme U = Cr, ou` r est une fonction de
Busemann associe´e au bout, et C une constante ve´rifiant C > 2a+(n− 1)b.
Alors la L2−cohomologie a` poids de M , associe´e au poids eU , est isomorphe
a` la cohomologie a` support compact de M : H∗2,U (M) ≃ H∗c (M).
De´monstration. On proce`de de manie`re similaire a` la preuve pre´ce´dente
(the´ore`me 3.1), en majorant le membre de gauche de la formule d’inte´gration
par parties 3.3. Pour cela, on se sert du the´ore`me de comparaison des
hessiens de Greene et Wu (voir [G-W, p. 19]) qui montre que si λ1 ≥ . . . ≥ λn
sont les valeurs propres du hessien Hr d’une fonction de Busemann, alors
λ1 = 0, et −b ≤ λi ≤ −a, pour i ≥ 2. Ainsi, pour toute forme de degre´ k,
on a
2HU(α,α) + ∆U |α|2 − |∇U |2|α|2 ≤ C(2(1− k)a+ (n− 1)b− C)|α|2
≤ C(2a+ (n− 1)b− C)|α|2,
puis on conclut comme avant. 
Remarque. Comme on l’a de´ja` sugge´re´, on peut faire des raison-
nements analogues si on conside`re le poids e−U . Ainsi, si M et U ve´rifient
les hypothe`ses 1, 2 et 3 du the´ore`me 3.1, avec 1 + 2nC1 − nC2 > 0 (ou bien
C1 ≤ 0 et 1−nC2 > 0), alors la L2−cohomologie a` poids de M , associe´e au
poids e−U , est isomorphe a` la cohomologie re´elle de M . De fac¸on similaire,
si M et U sont comme dans le corollaire pre´ce´dent, avec C > 2nb− (n−1)a,
alors la L2−cohomologie associe´e au poids e−U est aussi isomorphe a` la
cohomologie re´elle.
4 Un de´tour par les travaux d’Ohsawa
Dans [O] (voir aussi [O-T]), T. Ohsawa de´veloppe une the´orie afin d’obtenir
des the´ore`mes d’isomorphisme pour les groupes de cohomologie d’une large
classe de varie´te´s complexes. Sa the´orie des ”pseudo-paires de Runge” est en
effet assez ge´ne´rale, et permet de comparer les groupes de L2-cohomologie
et de cohomologie ordinaire. Ici, nous nous contentons de voir que cette
me´thode marche dans un cadre plus simple et le´ge`rement diffe´rent. Tout
d’abord, nous avons besoin d’introduire la de´finition suivante, qui est l’e´quivalent
de la notion de pseudo-paire de Runge chez Ohsawa :
De´finition 4.1. Soient (M,g) une varie´te´ riemannienne comple`te, k un
entier, et U : M → R une fonction de classe C2 de´finie sur M . On conside`re
une suite de fonctions Up : M → R de´finies sur M , de classe C2. On dit
que la suite Up est une bonne suite de poids par rapport a` U en degre´ k si
elle satisfait aux conditions suivantes :
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(1) Pour tout compact L de M , il existe un entier p0 (de´pendant de L) tel
que Up|L = U |L pour p ≥ p0 .
(2) (Ine´galite´s de Poincare´ a` l’infini uniformes) Il existe un compact K
de M , et une constante C1 > 0 tels que pour tout p ≥ 1, l’on ait
∀α ∈ C∞0 (ΛkT ∗(M)), ||α||2L2
Up
≤ C1
[
||dα||2L2
Up
+ ||δUpα||2L2
Up
+
∫
K
|α|2dvUp
]
.
(3) L2Up(Λ
jT ∗M) ⊂ L2Up+1(ΛjT ∗M), et il existe une constante C2 > 0 telle
que ||.||L2
U
(ΛjT ∗M) ≤ C2||.||L2
Up
(ΛjT ∗M), pour tout p ≥ 1, et j = k−1, k.
Remarque. Il n’est pas difficile de voir que la condition (2) est
e´quivalente a` : il existe un compact K ′ de M , et une constante C ′ > 0
tels que pour tout p ≥ 1, l’on ait
∀α ∈ C∞0 (ΛkT ∗(M \K ′)), ||α||2L2
Up
≤ C ′
[
||dα||2L2
Up
+ ||δUpα||2L2
Up
]
,
et dans la pratique, c’est cette condition qu’on ve´rifiera.
The´ore`me 4.2 (Ohsawa). Soient (M,g) une varie´te´ riemannienne comple`te,
k un entier, et U : M → R une fonction de classe C2 de´finie sur M . On
suppose qu’il existe une bonne suite de poids Up par rapport a` U en degre´s
k et k + 1 (c’est la meˆme suite pour les deux degre´s). Alors il existe un
entier p0 tel que les applications naturelles H
k
2,Up
(M) → Hk2,U(M) soient
des isomorphismes pour p ≥ p0.
Comme notre cadre est un peu diffe´rent de celui conside´re´ par Ohsawa,
et pour eˆtre plus complet, nous refaisons la de´monstration de ce the´ore`me en
reprenant les arguments de la preuve de [O, the´ore`me 3.2, chapitre 2]. Pour
cela, nous avons besoin tout d’abord de quelques re´sultats pre´liminaires.
Dans la suite, M est une varie´te´ riemannienne comple`te, et U une fonction
de classe C2 de´finie sur M . En premier lieu, l’analogue de [O, lemme 2.2,
chapitre 2] est
Proposition 4.3. On suppose qu’il existe une bonne suite de poids Up par
rapport a` U en degre´ k. Alors il existe un entier p0 et une constante C3 > 0
tels que pour tout p ≥ p0 l’on ait
∀α ∈ L2Up(ΛkT ∗M), α ⊥U HkU , ||α||2L2
Up
≤ C3
[
||dα||2L2
Up
+ ||δUpα||2L2
Up
]
.
De´monstration. Nous reprenons le raisonnement de [O, lemme 2.2,
chapitre 2], en supposant que la conclusion de la proposition est fausse.
Alors il existe une suite de k−formes αp ve´rifiant
αp ∈ L2Up , ||αp||L2Up = 1, αp ⊥ H
k
U , ||dαp||L2
Up
≤ 1/p, ||δUpαp||L2
Up
≤ 1/p.
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Alors les αp forment une suite borne´e de L
2
U d’apre`s l’hypothe`se (3) (voir la
de´finition 4.1), donc on peut en extraire une sous-suite qui converge faible-
ment dans L2U vers une e´le´ment α ; de plus, l’hypothe`se (1) montre que les
(d + δU )(αp) sont borne´s sur les compacts, et donc on peut en particulier
supposer, d’apre`s le the´ore`me de compacite´ de Rellich, que les αp convergent
fortement vers α sur le compact K (a` une sous-suite pre`s). Mais α est a`
la fois (d + δU )−harmonique, et orthogonale a` HkU , donc α est nulle. Or,
l’hypothe`se (2) entraˆıne
1
C1
− 2
p2
≤
∫
K
|αp|2dvUp ,
et en passant a` la limite quand p tend vers l’infini, on voit que
1
C1
≤
∫
K
|α|2dvU ,
ce qui contredit le fait que α est nulle. 
Avant d’e´noncer la prochaine proposition, nous rappelons un re´sultat
d’Ho¨rmander [Ho, the´ore`me 1.1.4] qui nous sera utile. Soient Hi, i = 1, 2, 3
trois espaces de Hilbert, de normes ||.||i respectivement. On conside`re deux
ope´rateurs non borne´s et ferme´s T : H1 → H2 et S : H2 → H3 de domaines
respectifs Dom(T) et Dom(S) denses, et tels que S ◦ T = 0. On note par T ∗
l’adjoint de T .
The´ore`me 4.4 (Ho¨rmander). Soit F un sous-espace ferme´ de H2 qui
contient Im(T). On suppose qu’il existe une constante c > 0 telle que
∀α ∈ Dom(T∗) ∩Dom(S) ∩ F, ||α||22 ≤ c
[||T∗α||21 + ||Sα||23] .
Alors si β ∈ Im(T∗), il existe α ∈ Dom(T∗), avec T ∗α = β et ||α||2 ≤
c−1/2||β||1.
Nous pouvons maintenant prouver l’analogue du the´ore`me 2.3, chapitre
2 de [O], avec la meˆme me´thode.
Proposition 4.5. On suppose qu’il existe une bonne suite de poids Up par
rapport a` U en degre´ k. Soit γ ∈ KerL2
U
(d), de degre´ k − 1. Alors pour tout
ε > 0, il existe un entier p et un e´le´ment γ˜ ∈ KerL2
Up
(d), de degre´ k− 1, tels
que
||γ˜ − γ||L2
U
< ε.
De´monstration. La conclusion de la proposition signifie que l’espace(
∪p≥1KerL2
Up
(d)
)
∩L2U(Λk−1T ∗M) est dense dans KerL2U(d)∩L
2
U(Λ
k−1T∗M).
Il suffit donc de prouver que l’orthogonal du premier espace dans le deuxie`me
est nul : soit α ∈ KerL2
U
(d) une forme de degre´ k − 1 telle que
∀p ≥ 1, ∀ϕ ∈ KerL2
Up
(d), 〈α,ϕ〉L2
U
= 0.
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On va montrer que α = 0, et pour cela on va montrer qu’il existe une forme
β de degre´ k dans L2U telle que α = δUβ.
D’abord, l’hypothe`se (3) montre que pour tout p, la forme line´aire 〈α, .〉L2
U
est continue sur L2Up , de norme infe´rieure ou e´gale a` C2||α||L2U , donc on en
de´duit l’existence de αp ∈ L2Up telle que
〈α, .〉L2
U
= 〈αp, .〉L2
Up
, et ||αp||L2
Up
≤ C2||α||L2
U
.
Plus simplement, on a αp = e
U−Upα. D’apre`s l’hypothe`se (1), on voit alors
que
∀ϕ ∈ C∞0 (ΛkT ∗M), 〈αp, ϕ〉L2
U
→ 〈α,ϕ〉L2
U
,
puisque pour tout compact fixe´, il y a en fait e´galite´ entre α et αp pour tous
les p assez grands.
D’autre part, l’hypothe`se d’orthogonalite´ faite sur α, et la de´finition
des αp montrent que αp est orthogonale a` KerL2
Up
(d) dans L2Up, donc est
dans l’adhe´rence de l’image de δUp . Or, cette image est ferme´e graˆce aux
ine´galite´s de Poincare´ a` l’infini (2), par un raisonnement proche de celui de
la preuve de la proposition 1.3 : supposons en effet qu’il existe une suite
ψl de k−formes de L2Up telle que la suite δUpψl soit dans L2Up , et converge
dans cet espace vers une (k − 1)−forme ω. L’ine´galite´ de Poincare´ a` l’infini
montre que 0 n’est pas dans le spectre essentiel du laplacien ∆Up,k agissant
sur les k−formes (ou` ∆Up = (d+ δUp)2), donc on a un ope´rateur de Green G
comme dans la proposition 1.2. Quitte a` remplacer ψl par dG−ψl, on peut
supposer que les ψl sont exactes. On utilise alors encore une fois l’hypothe`se
sur le spectre essentiel pour en de´duire l’existence d’une constante C > 0
telle que
∀ψ ∈ Dom((d + δUp)k), ψ⊥Ker(∆Up,k), C‖ψ‖2L2
Up
≤ ‖dψ‖2L2
Up
+ ‖δUpψ‖2L2
Up
.
On en de´duit facilement que ψl est une suite de Cauchy dans L
2
Up
, et qu’elle
converge vers un e´le´ment ψ, avec δUpψ = ω. Ceci finit de montrer que
l’image de δUp est ferme´e dans L
2
Up
. On a donc
αp ∈ Im(δUp).
On va appliquer le the´ore`me d’Ho¨rmander 4.4 avec Hi = L
2
Up
(Λk+i−2T ∗M),
i = 1, 2, 3, T = S = d, et F l’ensemble des k-formes de L2Up qui sont
orthogonales a` HkU dans L2U(ΛkT ∗M). F est clairement ferme´, et de plus
il contient l’image de T = d : en effet, soient ξ un e´le´ment de HkU , et
γ = Tη = dη ∈ L2Up(ΛkT ∗M) ⊂ L2U (ΛkT ∗M) un e´le´ment de Im(T), avec
η ∈ L2Up(Λk−1T ∗M) ⊂ L2U(Λk−1T ∗M). Alors on a :
〈ξ, γ〉L2
U
= 〈ξ, dη〉L2
U
= 〈δU ξ, η〉L2
U
= 0,
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l’inte´gration par parties qui fait passer de la premie`re ligne a` la deuxie`me
e´tant justifie´e car (M,g) est comple`te. On a donc bien Im(T) ⊂ F. Enfin,
l’estimation dont on a besoin pour appliquer le the´ore`me d’Ho¨rmander est
obtenue dans la proposition 4.3, avec la meˆme constante c = C3 pour tous
les p assez grands. Ceci montre l’existence d’une constante C4 et, pour tout
p, d’une forme βp de L
2
Up
telles que
δUpβp = αp, et ||βp||L2
Up
≤ C4||αp||L2
Up
.
Il est alors facile de voir que les βp sont borne´es dans L
2
U (par C
2
2C4||α||L2
U
),
donc que les βp convergent (a` une sous-suite pre`s, note´e encore βp) faiblement
vers une forme β dans L2U . De plus, on a δUβ = α : en effet, pour toute
forme ϕ lisse a` support compact, et pour tout p assez grand (de´pendant du
support de ϕ), on a d’apre`s (1)
〈βp, dϕ〉L2
Up
= 〈βp, dϕ〉L2
U
.
Le membre de droite de cette e´galite´ tend vers 〈β, dϕ〉L2
U
par convergence
faible. Quant au membre de gauche, on a
〈βp, dϕ〉L2
Up
= 〈δUpβ, ϕ〉L2
Up
= 〈αp, ϕ〉L2
Up
= 〈α,ϕ〉L2
U
.
Ceci ache`ve la preuve de la proposition. 
De´monstration du the´ore`me 4.2. Graˆce a` (1) et (2), l’ope´rateur (d+ δU )
ve´rifie aussi une ine´galite´ de Poincare´ a` l’infini, donc Hk2,U (M) est de dimen-
sion finie. Il suffit donc de montrer que pour p assez grand, l’application
Hk2,Up(M) → Hk2,U(M) est injective et d’image dense, et ces deux faits
de´coulent des deux propositions pre´ce´dentes. 
5 L2-cohomologie des varie´te´s de volume fini, a`
courbure ne´gative pince´e
5.1 The´ore`me principal
Dans cette partie, (Mn, g) est une varie´te´ riemannienne comple`te de dimen-
sion n, de volume fini, a` courbure sectionnelle K ne´gative pince´e : il existe
des constantes a et b, telles que l’on ait −b2 ≤ K ≤ −a2 < 0. Dans la
troisie`me partie (corollaire 3.2), on a donne´ une interpre´tation topologique
des espaces de L2-cohomologie a` poids de ces varie´te´s, si le poids est bien
choisi. Ici, nous allons comparer les espaces de L2-cohomologie aux espaces
de L2-cohomologie a` poids, graˆce aux re´sultats de la partie pre´ce´dente. Des
travaux d’Ohsawa, on de´duit d’abord la proposition suivante :
Proposition 5.1. Soit (Mn, g), une varie´te´ riemannienne comple`te de di-
mension n, de volume fini, a` courbure sectionnelle K ne´gative pince´e : il
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existe des constantes a et b, telles que l’on ait −b2 ≤ K ≤ −a2 < 0. On
suppose que pour un entier k < (n− 1)/2, on a (n− 1− k)a− kb =: ε > 0.
Alors on a l’isomorphisme:
Hn−k2 (M) ≃ Hn−kc (M).
De´monstration. On va appliquer le the´ore`me 4.2 avec une suite de poids
bien choisis. Fixons d’abord une constante C > 0 qu’on choisira ensuite
assez grande, et conside´rons une fonction F : R→ R de classe C2 qui ve´rifie
F (t) = 0 si t ≤ 0,
F (t) = Ct si t ≥ 1,
F ′ ≥ 0.
On peut, sans perdre de ge´ne´ralite´s, supposer que M a un seul bout, et on
note par r une fonction de Busemann associe´e. On conside`re alors une suite
Up :M → R de fonctions de classe C2 de´finies en x ∈M par
Up(x) = F (r(x)− p).
Si x est fixe´ dans M , pour p assez grand, on a Up(x) = 0, c’est-a`-dire que
l’hypothe`se (1) de la de´finition 4.1 est ve´rifie´e par U ≡ 0 et la suite Up.
L’hypothe`se (3) est aussi facile a` ve´rifier avec C2 = 1. Nous allons voir que
la condition (2) est aussi satisfaite en degre´s n − k et n − k + 1. En effet,
d’apre`s la formule d’inte´gration par parties du corollaire 2.3, en prenant
f = r, si α est une forme a` support compact contenu dans le bout, on a
∫
M
[
2Hr(α,α) + ∆r|α|2 − F ′(r − p)|α|2] dvUp =
2
∫
M
[〈i∇rdα, α〉 + 〈i∇rα, δUpα〉] dvUp . (5.5)
Notons λ1 ≥ . . . ≥ λn les valeurs propres du hessienHr. D’apre`s l’hypothe`se
sur les courbures sectionnelles, le the´ore`me de comparaison des hessiens de
Greene et Wu [G-W] nous donne λ1 = 0, et −b ≤ λi ≤ −a, i ≥ 2 sur le
bout. Ainsi, en raisonnant comme dans [B-B, corollaire 5.4], si α est de
degre´ n− k, on a
2Hr(α,α) + ∆r|α|2 ≤ − [(n− k − 1)a− kb] |α|2 = −ε|α|2.
Cette ine´galite´ reste a fortiori vraie si α est de degre´ n − k + 1. Comme
on a F ′ ≥ 0, on de´duit de la formule d’inte´gration par parties 5.5 que pour
toute (n− k) ou (n − k + 1)-forme α a` support dans le bout :
√
ε‖α‖L2
Up
≤ 2
[
‖dα‖L2
Up
+ ‖δUpα‖L2
Up
]
.
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Ceci montre que l’hypothe`se (2) de la de´finition 4.1 est aussi ve´rifie´e pour
les degre´s n−k et n−k+1. Par conse´quent, la suite Up est une bonne suite
de poids pour U ≡ 0 en degre´s n− k et n− k+1, donc d’apre`s le the´ore`me
d’Ohsawa 4.2, pour p assez grand, on a
Hn−k2,Up (M) ≃ Hn−k2 (M).
Or, si on est assez loin sur le bout, la fonction Up est e´gale a` Cr, et par
le corollaire 3.2, on sait dans ce cas que si la constante C est assez grande,
alors
H∗2,Up(M) ≃ H∗c (M).
Ceci ache`ve la preuve de la proposition. 
Remarque. L’hypothe`se (n−1−k)a−kb > 0 est exactement celle qui
permet de savoir que 0 n’est pas dans le spectre essentiel du laplacien ∆k
(voir [Do-X, the´ore`me 4.2] et [B-B, corollaire 5.4]). On verra que le re´sultat
de la proposition 5.1 est optimal par rapport au pincement.
Nous pouvons maintenant e´noncer notre re´sultat principal.
The´ore`me 5.2. Soit (Mn, g), une varie´te´ riemannienne comple`te de di-
mension n, de volume fini, a` courbure sectionnelle K ne´gative pince´e : il
existe des constantes a et b, telles que l’on ait −b2 ≤ K ≤ −a2 < 0. On
suppose que na− (n − 2)b > 0, alors on a les isomorphismes entre espaces
vectoriels de dimension finie :
Hk2 (M) ≃


Hk(M), si k < (n− 1)/2,
Im(H
n/2
c (M)→ Hn/2(M)), si k = n/2,
Hkc (M), si k > (n+ 1)/2.
Si de plus la courbure est constante (a = b), et la dimension est impaire,
alors on a H
(n±1)/2
2 (M) ≃ Im(H(n±1)/2c (M)→ H(n±1)/2(M))
De´monstration. On peut tout d’abord supposer que M est orientable.
Sinon, il suffit de conside´rer le reveˆtement a` deux feuillets M˜ qui, lui, est ori-
entable, en remarquant que si τ est l’automorphisme du reveˆtement, alors la
L2−cohomologie de M est isomorphe a` la L2−cohomologie τ−invariante de
M˜ . L’avantage qu’on en tire est que sur une varie´te´ orientable, l’ope´rateur ∗
de Hodge re´alise une isome´trie entre les k et les (n−k)−formes harmoniques.
Ainsi, on peut se limiter aux degre´s k supe´rieurs ou e´gaux a` n/2.
1. Pour les degre´s k > (n + 1)/2, la conclusion du the´ore`me de´coule de
la proposition 5.1
2. Supposons que n = 2m, et traitons le cas k = n/2 = m. On sait que,
sous nos hypothe`ses de courbure, 0 n’est pas dans le spectre essentiel
du laplacien agissant sur les formes [B-B]. Les deux suites exactes de
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la premie`re partie (corollaire 1.4) sont donc vraies pour tous les degre´s,
et en particulier, pour tout ouvert borne´ D, on a :
Hmc (D)→ Hm2 (M)→ Hm2 (M \D),
et
Hm2 (M \D, ∂D)→ Hm2 (M)→ Hm(D).
Sans perdre de ge´ne´ralite´s, on peut supposer que M a un seul bout,
et on note par r une fonction de Busemann associe´e. On prend alors
D = {r < c} pour un re´el c fixe´, et on va montrer que Hm2 (M \D) =
Hm2 (M \D, ∂D) = 0, si on choisit c assez grand. Alors les deux suites
exactes ci-dessus donneront : Hmc (M) se surjecte dans H
m
2 (M), et
Hm2 (M) s’injecte dans H
m(M). Mais d’apre`s Anderson [An] (voir
aussi [L1] ou [C4]), Im(Hmc (M) → Hm(M)) s’injecte toujours dans
Hm2 (M), donc on en de´duira que H
m
2 (M) ≃ Im(Hmc (M)→ Hm(M)).
Il nous reste donc a` montrer que Hm2 (M \D) = Hm2 (M \D, ∂D) = 0.
Pour cela, on conside`re la varie´te´ double Xc = (M \ D)♯(−M \ D)
obtenue en recollant deux copies de M \D le long de ∂D. Xc porte
une me´trique naturelle qui co¨incide avec celle deM \D sur chacune des
copies. Cette me´trique n’est pas lisse, mais seulement lipschitzienne ;
cependant, ceci est suffisant pour de´finir l’ope´rateur δ et toute l’analyse
pre´ce´dente reste valable. La L2−cohomologie de Xc ve´rifie alors (voir
par exemple [C1])
H∗2 (Xc) = H
∗
2 (M \D)⊕H∗2 (M \D, ∂D).
Il nous suffit donc de montrer que Hm2 (Xc) = 0. D’apre`s la premie`re
partie de la de´monstration, on sait de´ja` que
Hk2 (Xc) ≃
{
Hk(Xc), si k < m,
Hkc (Xc), si k > m.
Xc est diffe´omorphe a` un produit R× ∂D, donc ses nombres de Betti
bk(Xc) sont les meˆmes que ceux de ∂D. La caracte´ristique d’Euler L
2
de Xc est par conse´quent donne´e par
χ2(Xc) = 2
∑
k<m
(−1)kbk(∂D) + (−1)mdim(Hm2 (Xc)),
ou` bk(∂D) est le k−e`me nombre de Betti de ∂D. Or, d’apre`s [B-B,
the´ore`me C], on a :
χ2(Xc) =
∫
Xc
ω + 2
∫
∂D
P (II) + 2
∑
k<m
(−1)kbk(∂D),
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ou` ω est la forme d’Euler, et P (II) est un polynoˆme en la courbure et
en la seconde forme fondamentale de ∂D. On en de´duit donc que :
(−1)mdim(Hm2 (Xc)) =
∫
Xc
ω + 2
∫
∂D
P(II).
Mais le terme de droite de cette e´galite´ tend vers ze´ro lorsque c tend
vers l’infini, donc le terme de gauche, qui est un entier, est nul pour c
assez grand ; on obtient bien l’annulation souhaite´e.
3. Il ne nous reste plus qu’a` conside´rer le cas ou` la courbure est constante
(par exemple e´gale a` −1), n = 2m+ 1 est impair, k = (n− 1)/2 = m.
On peut toujours supposer qu’on a un seul bout, et donc qu’en dehors
d’un ouvert D, M \D est de la forme ]0,∞[×∂D, portant la me´trique
dr2 + e−2rdθ2,
ou` r est une fonction de Busemann, et dθ2 est une me´trique sur la
varie´te´ ∂D. D’apre`s [Do-X], 0 n’est pas dans le spectre essentiel du
laplacien en degre´ m − 1. Donc d’apre`s les re´sultats de la premie`re
partie, on a les deux suites exactes
Hmc (D)→ Hm2 (M)→ Hm2 (M \D),
Hm2 (M \D, ∂D)→ Hm2 (M)→ Hm(D).
De nouveau, il nous suffit de montrer l’annulation de la L2−cohomologie
a` l’infini. On va proce´der comme dans la de´monstration de [C4, lemme
5.3]. D’abord, ]0,∞[×∂D est finiment recouvert par ]0,∞[×Tn−1,
avec Tn−1 un tore plat. Il suffit donc de montrer le re´sultat pour
]0,∞[×Tn−1. Comme le tore Tn−1 agit par isome´tries sur ]0,∞[×Tn−1,
et que cette action engendre des vecteurs de Killing de longueur borne´e,
[Hi, the´ore`me 3] montre que toute forme harmonique L2 ve´rifiant la
condition absolue ou relative est invariante sous cette action. Ainsi, si
α est une telle m−forme, on peut e´crire α = β(r) + dr ∧ γ(r), ou` β(r)
et γ(r) sont vues comme des formes de´finies sur Tn−1, de´pendant du
parame`tre r, et on a :
dα = dr ∧ ∂β
∂r
= 0,
δα = −∂γ
∂r
+ 2γ = 0,
donc si α ve´rifie la condition absolue γ(0) = 0, on obtient finalement
α = β(0). Mais cette forme n’est de carre´ inte´grable que si elle est
nulle. De meˆme, si α ve´rifie la condition relative, α est force´ment
nulle.
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Remarques.
i) Pour les varie´te´s hyperboliques de volume fini, on retrouve les re´sultats
de Zucker [Z], et de Mazzeo et Phillips [M-P] concernant la L2−cohomologie
(ces deux derniers auteurs traitent le cas plus ge´ne´ral des varie´te´s hy-
perboliques ge´ome´triquement finies).
ii) Les re´sultats pre´ce´dents, et tous ceux qui suivent, restent vrais si on
perturbe la me´trique sur un compact.
iii) Pour avoir la conclusion seulement pour les degre´s infe´rieurs ou e´gaux
a` un k < (n − 1)/2, il suffit d’avoir (n − k − 1)a − kb > 0 (voir la
proposition 5.1. Mieux encore, il suffit d’imposer ces conditions de
pincement uniquement sur les courbures radiales, car ce sont celles qui
interviennent dans le the´ore`me de comparaison des hessiens de Greene
et Wu.
iv) Les degre´s k = (n± 1)/2 quand n = 2m+ 1 est impair et la courbure
variable ne sont pas pris en compte : on verra en effet a` la fin de cette
partie un exemple montrant qu’on ne peut pas espe´rer de re´sultats
analogues pour ces degre´s de`s que la courbure varie.
v) Si la courbure est constante, et si la dimension est paire, ou bien si on
est en dimension deux, l’annulation de la L2−cohomologie a` l’infini en
degre´ moitie´ s’obtient de manie`re plus simple, par invariance conforme
de la L2−cohomologie en ce degre´ : dans ce cas, chaque bout est
conforme´ment e´quivalent a` un cylindre, et il est bien connu que la
L2−cohomologie d’un cylindre est nulle.
5.2 Etude d’un exemple : le produit doublement tordu
On va maintenant e´tudier une famille d’exemples qui montre que la conclu-
sion du the´ore`me est fausse, d’une part pour les degre´s proches du degre´
moitie´ si la dimension est impaire, de`s que la courbure varie, et d’autre part
pour tous les degre´s (autres que 0 et n) si la courbure n’est pas assez pince´e.
Conside´rons le tore Ti de dimension i, notons hi la me´trique induite par celle
de Ri. Soient n ≥ 3 un entier, 1 ≤ k < n − 1 un autre entier, et 0 < a < b
deux re´els. On munit la varie´te´ Ω =]0,∞[×Tn−k−1 × Tk de la me´trique
g = dr2 + e−2arhn−k−1 + e
−2brhk.
Ballmann et Bru¨ning ont conside´re´ cet exemple [B-B, exemples 3.19, 4.2
et 5.5]. Ils montrent notamment que la courbure sectionnelle K ve´rifie
−b2 ≤ K ≤ −a2, et que 0 est dans le spectre essentiel du laplacien ∆k
si et seulement si (n− k − 1)a− kb = 0.
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Nous allons de´terminer l’espace des p−formes harmoniques sur (Ω, g), en
raisonnant comme dans [C4, lemme 5.3] et comme a` la fin de la de´monstration
du the´ore`me pre´ce´dent. Tout d’abord, si α est une p−forme harmonique
ve´rifiant la condition absolue ou relative sur le bord {0} × Tn−k−1 × Tk,
alors d’apre`s le re´sultat de Hitchin [Hi, the´ore`me 3], α est invariante sous
l’action de Tn−k−1 × Tk. Si x1, . . . , xn−k−1, y1, . . . , yk est un syste`me de
coordonne´es sur Tn−1 = Tn−k−1 × Tk, on peut e´crire
α =
∑
I,J
aI,J(r)dx
I ∧ dyJ + dr ∧
∑
I,J
bI,J(r)dx
I ∧ dyJ ,
ou` I = (i1, . . . , il) et J = (j1, . . . , jm) sont des multi-indices, avec l+m = p
pour la premie`re somme et l +m = p − 1 pour la deuxie`me, l ≤ n− k − 1,
m ≤ k, dxI ∧ dyJ = dxi1 ∧ . . . dxil ∧ dyj1 ∧ . . . ∧ dyjm, et enfin ou` aI,J(r) ,
bI,J(r) sont des fonctions qui ne de´pendent que de r. On peut re´e´crire cette
formule sous la forme :
α =
∑
I
βI(r) +
∑
I
dr ∧ γI(r),
ou` chaque multi-indice I = (i1, . . . , ilI , j1, . . . , jmI ) est de longueur lI+mI =
p (respectivement lI +mI = p− 1) dans la premie`re somme (respectivement
dans la deuxie`me somme). On a alors :
0 = dα = dr ∧
∑
I
∂βI
∂r
,
0 = δα = −
∑
I
[
∂γI
∂r
+ (2(lIa+mIb)− (n− k − 1)a− kb)γI ].
Si α ve´rifie la condition absolue au bord, on a donc force´ment
α =
∑
I
βI ,
avec les βI inde´pendantes de r. Chaque βI e´tant de carre´ inte´grable si et
seulement si 2(lIa+mIb) < (n− k − 1)a+ kb, on en de´duit finalement :
dim(Hp2(Ω)) = ♯{I = (i1, . . . , il, j1, . . . , jm)/ l ≤ n− k − 1, m ≤ k,
l +m = p et 2(la+mb) < (n− k − 1)a+ kb},
(5.6)
et comme par dualite´ Hp2 (Ω, ∂Ω) ≃ Hn−p2 (Ω),
dim(Hp2(Ω, ∂Ω)) = ♯{I = (i1, . . . , il, j1, . . . , jm)/ l ≤ n− k − 1, m ≤ k,
l +m = n− p et 2(la+mb) < (n − k − 1)a+ kb}.
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On peut alors voir qu’en dimension impaire n = 2s + 1, la conclusion du
the´ore`me 5.2 concernant les varie´te´s hyperboliques de volume fini n’est plus
ve´rifie´e en courbure variable pour les degre´s s et s + 1. Conside´rons en
effet le double produit tordu Ω =]0,∞[×Ts × Ts muni de la me´trique g =
dr2 + e−2arhs + e
−2brhs. L’e´quation 5.6 qui donne la dimension de H
s
2(Ω)
montre que cette dimension n’est jamais nulle, de`s que b est strictement plus
grand que a: le multi-indice qui a des 1 pour s premie`res composantes et
des 0 ailleurs est par exemple toujours solution dans ce cas. Ainsi, sur la
varie´te´ double Ω♯(−Ω), de dimension 2s + 1, il y a au moins une s−forme
harmonique en degre´ s, car H∗2 (Ω♯(−Ω)) = H∗2 (Ω)⊕H∗2 (Ω, ∂Ω).Mais l’image
de la cohomologie relative dans la cohomologie est nulle.
Ensuite, nous nous contentons, pour simplifier, de conside´rer le cas n = 4.
Le cas ge´ne´ral est similaire, et n’apporte rien de plus. Avec les notations
pre´ce´dentes, nous choisissons k = 1, et nous pouvons supposer que b = 1.
L’e´galite´ 5.6 montre que la L2−cohomologie absolue de degre´ un H12 (Ω) est
de dimension 2 ou 3 selon les valeurs de a : les formes dx1 et dx2 sont
toujours dans H12 (Ω) et non nulles, alors que dy1 n’est solution que si a >
1/2. Quant a` la L2−cohomologie relative, elle est toujours nulle. Comme
la cohomologie usuelle de degre´ 1 de Ω♯(−Ω) = R × T3 est de dimension
3, l’isomorphisme H1(Ω♯(−Ω)) ≃ H12 (Ω♯(−Ω)) n’est vrai que si a > 1/2.
Remarquons que a = 1/2 est exactement la valeur pour laquelle 0 est dans
le spectre essentiel de ∆1. De meˆme, on voit qu’en degre´ 2, l’isomorphisme
entre la L2−cohomologie et l’image de la cohomologie a` support compact
dans la cohomologie n’est vrai que si a > 1/2.
6 Quelques autres ge´ome´tries
6.1 Certains produits tordus
On conside`re ici des varie´te´s dont chacun des bouts est isome´trique a` une
varie´te´ de la forme B =]0,∞[×K (avec K une varie´te´ compacte sans bord)
munie d’une me´trique qui s’e´crit
dr2 + F (r)2dθ2,
ou` F est une fonction strictement positive, et dθ2 est une me´trique sur K.
Les formes harmoniques de telles varie´te´s ont par exemple e´te´ e´tudie´es dans
[D], [Br] et [C2], ou` les auteurs obtiennent des re´sultats d’annulation et de
finitude.
Nous allons donner une interpre´tation topologique de ces espaces dans
certains cas particuliers. Dans un repe`re orthonormal local e1 = ∇r, e2, . . . , en
de B (avec e2, . . . , en un repe`re orthogonal de K pour la me´trique dθ
2), le
hessien de la fonction r se diagonalise : il vaut ze´ro sur e1 = ∇r, et F ′/F
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sur les autres vecteurs. Ainsi, si α est une k−forme, on a :
2Hr(α,α) + ∆r|α|2 = F
′
F
[(2k − (n− 1))|α|2 − 2|i∇rα|2].
Si on suppose que F ′/F ≥ C > 0 pour une constante C, alors en utilisant
la double ine´galite´ 0 ≤ |i∇rα|2 ≤ |α|2, on obtient
2Hr(α,α) + ∆r|α|2 ≥ C[2k − 2− (n− 1)]|α|2,
2Hr(α,α) + ∆r|α|2 ≤ C[2k − (n− 1)]|α|2.
On peut aussi faire un raisonnement analogue si on suppose que F ′/F ≤
−C < 0. Ainsi, les me´thodes des paragraphes pre´ce´dents permettent d’affirmer
:
The´ore`me 6.1. Soit (Mn, g) une varie´te´ riemannienne. On suppose que
M se de´compose en D∪iBi ou` D est une varie´te´ compacte a` bord, et chaque
bout Bi est isome´trique a` un produit tordu de la forme ]0,∞[×Ki portant la
me´trique dr2 + F 2i (r)dθ
2
i .
a) S’il existe une constante C > 0 telle que pour tout i on ait F ′i/Fi > C,
alors
Hk2 (M) ≃
{
Hkc (M), si k ≤ (n − 1)/2,
Hk(M), si k ≥ (n + 1)/2.
b) S’il existe une constante C > 0 telle que pour tout i on ait F ′i/Fi < −C,
alors
Hk2 (M) ≃


Hk(M), si k < (n− 1)/2,
Im(Hkc (M)→ Hk(M)), si k = n/2
Hkc (M), si k > (n+ 1)/2.
De´monstration. On fait la de´monstration par exemple uniquement pour
le cas b). Par dualite´, il suffit de conside´rer les degre´s k ≤ n/2. Pour
k < (n − 3)/2, on raisonne comme dans la preuve du the´ore`me 3.1 : les
estime´es sur le hessien des fonctions Fi montrent qu’on a une ine´galite´ de
Poincare´ a` l’infini pour k < (n−1)/2, donc on a une suite exacte comme dans
le corollaire 1.4. Les meˆmes estime´es montrent que pour k < (n−1)/2, la L2-
cohomologie relative a` l’infini est nulle, ce qui donne bien les isomorphismes
souhaite´s pour k < (n− 3)/2.
Maintenant, on traite par exemple le cas ou` n = 2m est pair, et ou`
k = (n− 2)/2 = m− 1 (le degre´ k = (n− 3)/2 lorsque n est impair se traite
de fac¸on similaire). On pourra supposer, pour simplifier, qu’on a un seul
bout. D’apre`s ce qui pre´ce`de, on a une injection
0→ Hm−12 (M) r→ Hm−1(D).
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On va montrer que cette application est surjective. Soit donc [α] une classe
de Hm−1(D). Pre`s de ∂D, on e´crit α = β(r) + dr ∧ γ(r), ou` β(r) et γ(r)
sont conside´re´es comme des formes sur ∂D, de´pendant du parame`tre r. On
pose
ϕ(r) =
∫ r
0
γ(t)dt,
et on voit facilement que α− dϕ ne contient pas de composante suivant dr.
De plus, si dT de´signe la diffe´rentielle sur ∂D, on a
∂
∂r
(α− dϕ) = ∂β
∂r
− dTγ
= dα = 0.
Donc quitte a` remplacer α par α− dϕ, on pourra supposer que pre`s de ∂D,
α est inde´pendante de r, et sans composante normale. Comme l’exte´rieur de
D est diffe´omorphe a` un cylindre ]0,∞[×∂D, on peut prolonger α en dehors
de D par α(r) = α(0) pour r ≥ 0. Ce prolongement, note´ α˜, reste ferme´.
De plus, on voit facilement qu’il est de carre´ inte´grable, donc r[α˜] = [α], et
r est bien surjective.
Pour le degre´ n/2, on utilise l’invariance conforme de la L2−cohomologie
en degre´ moitie´ : dans ce cas, chaque bout est conforme´ment e´quivalent a`
un cylindre, et la L2−cohomologie d’un cylindre est nulle. On finit ensuite
comme dans le point 2. de la preuve du the´ore`me 5.2. 
Remarque. Si dans la formule d’inte´gration par parties, on choisit une
fonction de la forme f(r), avec f ′ = F , alors on a
2Hf(α,α) + ∆f |α|2 = F ′(2k − n)|α|2.
Alors pour toute forme a` support compact, le corollaire 2.2 donne :
|
∫
(2k − n)F ′|α|2| ≤ 2 sup
support(α)
(F (r)) [‖dα‖L2 + ‖δα‖L2 ] ‖α‖L2 .
Si on suppose que F ′ est de signe constant (sans s’annuler) et que F est
borne´e, ceci montre que pour k 6= n/2, l’ope´rateur d+ δ est non parabolique
a` l’infini en restriction aux k−formes, et donc que les espaces de formes har-
moniques qui correspondent sont de dimension finie (voir [C3]). En toute
rigueur, le re´sultat de [C3] ne s’applique que si l’ope´rateur d + δ est non
parabolique a` l’infini globalement, c’est-a`-dire sur tous les degre´s. Cepen-
dant, la meˆme preuve s’adapte a` notre cas. Remarquons aussi que dans
[C2], G. Carron obtient un meilleur re´sultat si f est concave (F ′ < 0) : dans
ce cas, et sans autre hypothe`se sur F , l’ope´rateur d+ δ est non-parabolique
a` l’infini (voir la remarque qui suit [C2, proposition 5.1]).
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6.2 Application aux varie´te´s conforme´ment compactes
Dans cette partie, nous conside´rons une varie´te´ riemannienne M
n
compacte
a` bord, de dimension n, munie d’une me´trique riemannienne g qui est lisse
jusqu’au bord. Soit y : M → R+ une fonction lisse et positive de´finissant
le bord : ∂M = y−1(0), et dy 6= 0 le long de ∂M . On munit M de la
me´trique g = g/y2 ; cette me´trique est comple`te et on dit que M est une
varie´te´ conforme´ment compacte. Si de plus la norme de dy par rapport a` g
est constante le long du bord, on dira que M est asymptotiquement hyper-
bolique. L’exemple typique d’une telle situation est donne´e par le mode`le du
disque hyperbolique, ou` g est la me´trique euclidienne, et y(x) = (1−|x|2)/2.
Dans [M], Mazzeo relie la L2−cohomologie de M en degre´s k < (n − 1)/2
(respectivement k > (n + 1)/2) a` la cohomologie relative (respectivement
absolue) de M . De plus, il de´termine comple`tement le spectre essentiel du
laplacien pour tous les degre´s. Pour ceci, l’auteur utilise des outils de calcul
pseudo-diffe´rentiel adapte´s a` la ge´ome´trie conside´re´e. Ici, nous allons voir
comment le the´ore`me 6.1 permet de retrouver plus simplement le re´sultat
de Mazzeo concernant la L2−cohomologie :
Corollaire 6.2 (Mazzeo). Soit (Mn, g) une varie´te´ conforme´ment com-
pacte. Alors on a les isomorphismes entre espaces vectoriels de dimension
finie :
Hk2 (M) ≃
{
Hkc (M), si k ≤ (n− 1)/2,
Hk(M), si k ≥ (n+ 1)/2.
De´monstration. On va montrer (et c’est certainement bien connu) qu’a`
l’infini, M est quasi-isome´trique a` un produit tordu [0,∞[×∂M portant
la me´trique dr2 + e2rdθ2 (ici, je remercie encore une fois G. Carron de
m’avoir explique´ ce fait). Comme la L2−cohomologie est invariante par
quasi-isome´tries, on aura le re´sultat graˆce au the´ore`me 6.1. D’abord, re-
marquons que si g˜ et y˜ sont respectivement une autre me´trique sur M et
une autre fonction de´finissant le bord, alors les me´triques g/y2 et g˜/y˜2, sont
quasi-isome´triques. En effet, les me´triques g et g˜ e´tant de´finies sur M qui
est compacte, elles sont comparables, et comme y et y˜ s’annulent exacte-
ment sur ∂M a` l’ordre ze´ro, y et y˜ sont aussi comparables, et g/y2 et g˜/y˜2
sont bien quasi-isome´triques. Ensuite, si g est une me´trique donne´e, on
peut toujours choisir y de sorte que la norme de dy par rapport a` g le long
du bord ∂M soit constante : on note a(θ) cette norme (θ est la variable
sur ∂M), et on peut remplacer y par y/a sur un voisinage de ∂M . On a
alors d(y/a) = dy/a + yd(1/a) = dy/a sur ∂M . En re´sume´, on peut sup-
poser que notre me´trique conforme´ment compacte est asymptotiquement
hyperbolique. Mais pour une telle me´trique, la quasi-isome´trie avec le pro-
duit tordu souhaite´ de´coule par exemple des travaux de Graham (voir [Gr]).

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